MAT100 Oblig2 2019 Lgsninger

Oppgave 1

a) Finn de generelle lgsningene til differensialligningene:
1) y”" — 6y’ — 16y = 0; Den karakterisk ligning:
r?—6r—16=0

64+ 4/62—4x1x(—16) 6++100 6=+10
2% 1 22

T2 =
7"1:8
T2:72

Den generelle lgsningen blir:
y(r) = Ae®® + Be "

2) y" 4+ 4y’ + 4y = 0 Den karakterisk ligning:

r24+4r4+4=0
4+ \/(—4)2 —4x1x4 —4£+0
rig = = =2
2x1 2
T1:7’2:72

Vi har -2 som dobbel rot, og den generelle lgsningen blir:
y(x) = Ae™>® 4 Bre™2®

b) Partikuleere lgsning til: y” — 6y’ — 16y = 4e%*
y(z) ma vaere pa formen Ce?®; sett det inn i likningen:
y = Ce**
y = 2Ce*
y" = 2% 20> = 4Ce*®
4% Ce* — 6%20e* — 16 x Ce® = 4¢**
Ce* (4 — 12 — 16) = 4e**

Cx(—24)=4
4 1
U= 7%
Den partikuleere lgsningen blir da:
1 2z
y(x) = *66

Ekstra: den homogene likning er lik den i 1a); sd den generelle lgsningen blir:

1
y(x) = —662"” + Aed" 4 Be "



Med hvilken som helst verdi av A, B.

¢) Initialverdiproblemet
y"'+9y =0,y(0)=3,4'(0) =3
Prosedyre: finn generell lgsning ved hjelp av den karakteristiske likning; regn ut 3’ og sett inn
initialverdier.
P +9=0—>1"=-9— r==43ir =3i,r0=—3i
y(x) = Acos(3x) + Bsin(3z)
y' = —3Asin(3z) + 3B cos(3x)
y(0) = Acos(3#0) + Bsin(3x0)=A=3 - A=3
y'(0) = —3Asin(3%0) +3Bcos(3%0) =3B=-3 — B=—1
y(x) = 3cos(3x) — sin(3x)

Ekstra: kan ogsa gjores med exp istedefor med cosinus on sinus, det er litt lengre men resultatet
blir det samme:

y(x) = Ce3™® + De 3

y = 3iCe3™ — 3iDe ™3

0)=Ce3* 4+ De* 0 =C+ D=3 - C=3-D

Y (0) = 3iCe**0 — 3iDe 3" = 3iC —3iD=-3 - C =D+

<
=]

3-D=D+i —»2D=3—i > D:g—%
P T R B
C—D"‘l—i—i""é—i"‘i
N 3 1y g . .
=(z+2)e"+(z— 2 T (offisjell f
y(x) (2 + 2)6 + (2 2)6 (offisjell ferdig)
3 i 3 1
= (5 + %)(cos(3x) +isin(3x)) + (5 - %)(cos(i%x) —isin(3z)) =
= 3cos(3x) — sin(3zx) (bedre)
Oppgave 2
dN
— = —kN
dt
a) Kan bare huske den generelle lgsningen eller skrive den karakteristiske likningen til N (¢):
N
dcTt:_kN — N'=—kN — N' +kN =0
r+k=0—r=-k
N(t) = Ae "

b) Lengste metode: finn partikuleerlgsning; kan bruke eksempelet og sette inn verdier av N (0)
og N(29) inn i den generelle lgsningen (0 er né, 29 er 29 ar etterpa) for & finne k:



N(0) =2kg
N(29) = 1kg
NO)=Ae "0 = Ax1=2 - A=2[kg]

log(1/2
N(29) =272 =1 5 2 =1/2 & k%29 =1og(1/2) — k= —%9/) ~ 0,01

Og na finner vi den tid ¢ slik at mengden av radioaktivt materiale blir redusert til 10 %; vi

har:
N(t) = 10%N(0) = 0,1 % N(0)
Ae(1og%/2)t) —0.1 % Ae(logg/z)o)
e(_%t) =0,1x1
log(1/2)
=Xl l A |
59 t =log(0,1)
29
t =—1og(0,1) * —————= =29 x| 10) ~
0g(0,1) oz(1/2) 9 xlog,(10) ~ 96, 3 [years]
b) Kort metode: se at N(t) blir halvert hvert 29 ar, da kan lgsningen skrives:
1 _t
N =A(5)"
Da far vi:
N(t) = 10%N(0) = 0,1 % N(0)
1\ 3
A(§> =0,1%N(0)=0,1%A
1\
(3)7 -01
t
29~ IOg%(Ov 1) =log,(10)
t = 29 xlog,(10) ~ 96, 3 [years]
Oppgave 3

f(z) = 2® — 4tan"'(z)

a) Se at funksion er derivabel overalt. Derivativ av tan—! finnes i boka:

, 4
f(x) :2x—m
:23:*(1—&—3:2) 4 2z+223 -4
1422 1422 14 2?2
T+ a3 —2 (x —1) (22 + 2 +2)
1+ a2 1+ a2



Om tegn av f’(x), vi sjekker alle komponenter:

(—=1)>0 = 2z>1; (z—-1)=0 = 2=0
(22 +z+2)>0Vz e R

1+2*>0Vz eR

x=1—=f(z)=0

x>1—=f'(z)>0

r<1l—=f(z)<0

Funksjon stiger nar x < 1 og gker nar z > 1.

Nar vi er ferdig med alle regning, det er alltid anbefalt & tegne ut et realistisk graf av funksjon.

b) Kan regne ut den andrederiverte og sjekk verdi for x = 1:

4

! :2 -

J'@) =22 —

4 2(1 4+ 22)% + 8x
") =24+ —— % p=—"—— "~ "
/@) +(1+x2)2* ’ (14 22)2
f,,(l)_2(1+12)2+8*1_§_4
o (1412)2 4



Den andrederiverte er positiv nar « = 1, som er derfor et lokalt minimum. Siden f(z) er stigende

fgr og skende etter, x = 1 er det absolutt minimum. Her gjelder:

f(l):12—4tan_1(1)=1—4*%:1—7r

Oppgave 4

Grenser; jeg brukte Derivasjon/L’Hopital regel hele veien; andre metoder kan fungere ogsa.

a) Brukes derivasjonregel:

lim log(z + 1) _ (0)

z—0 T 0
1
1 1))’ z 1
i BE D) T g, Ly
x—0 (:E)/ —0 1 x—0 (x + ]_)
b) Brukes derivasjonregel tre ganger (ellers den kjent limit av sinz ~ x):
. tanx —x (0)
250 3 ~\0
= lim 7(tan:r —z) = lim Leos?s)  ° ! = (9)
x—0 (1’3)/ x—0 3.’1,‘2 0
/
. ((coslzx) - 1) . 2sinz* % 0
= lim = lim COS"TL — (7)
z—0 (3£C2)/ z—0 6x 0
: 1y 2 6sin’ x 2 | 6%0
= lim (QSIH‘T* cos3m) = lim cos? x + costx __ lim 1 + 1 1
x—0 (650)’ x—0 6 z—0 6 3
¢) Derivasjonregel en gang:
. cosx —e¥ 0
lim <22 — (2
x—0 x 0
— lim (cosx — ™)’ lim—81nx—e’“_0—1:_1
z—0 (x)’ z—0 1 1

Oppgave 5

lim (\/x2+x—\/x2+bx) =7

Tr—r o0
Bestem b slik at gir den definert grense; fgrst lgse grense, etterpa lgse til b.
Jeg bytter grense med et tilsvarende grense til null og bruk derivasjonregler; andre metoder

er tillatt og kansje enklere:



1 1
lim (\/x2+x—\/x2+bx) = lim x(\/1+—\/1+)
T—00 T— 00 x x
1

(y:;)

i (V- vT7) - ()
/
= lim (m_l 1+by) zlim% Vity % =

1
y—0 Y y—0 1 2

ES3

Grense ma veaere 7, da:
1 b
———=7—=0=-13
2 2
Ekstra: kan veere at noen studenter tenker b ikke som et fast nummer men som et funksjon av
x: b= b(x). Det er ganske forskjell men teoretisk det er korrekt ogsa. Jeg har funnet ingen god

Igsning til det, borsatt alle slik

zh_)rréo b(x) = —13
Som f. eks like det: )
b(x) =—-13 + o
Oppgave 6
a)
/03(173 — Vz)dz = (ix‘l %z%) 3= (334 - %3%) — ((304 - %0%) = % —2V3~16,79
b)

T 1 1 1
/ (sinx — cos 2x)dx =(—cosx — 5sin2x)|g = (—cosm — isin27r) — (—cos0 — isinQ*O) =
0

=(1-0)—(-1-0) =2

=~
I

1
1
/0 mdm :(tan*l x)|%) - (tanfl 1) — (tanﬂ 0) = T 0—

Oppgave 7

a) Kan vises at rektangel er alltid symmetrisk rundt punkt O(0,0) da arealet skal veere f(x) =
4%z *y, hvor A = (x,y) et er hjgrn.



Andre hjgrner kan skrives enkelt som B(—z,y), C(—z, —y), D(x,—y). Arealet kan skrives
igjen som:

fl@)=|A—B|*x|A—D|=4xzx*y

Til & finne funksjon, vi bare Igse den ellipse likning til ¥y som funksjon av x hos punkt A. Husk
at hos A, bade x >0, y > 0.

4a% +y* =4
y? =4 — 42
y:ZM
f(z) =4*x*y:4*x*2m:8xm

b) Til & finne den stgrste arealet, vi ma finne maximum av funksjon f(z); det er derivabel

inn i —1 < x < 1; derfor sjekker vi ovor derivativ er null. Husk igjen at vi er begrenset inn i
z>0,y>0.

f(z) =8zv1— 22

f(z) =81 — a2 — 8z % 2z *

1 8x?
8122 ——
2v/1 — 22 V1—22

f'(z) =0
8v1— a2 — 7&%2 =
V1—2a22
82
8vV1—22 =—n——
V1—22
2
8\/17x2*\/17:172: S = x\/1— 22
-
8(1 — 2?) =822
8 =1622

1 V2
r=— = —
Vz 2
Dette er den x slik at derivativ er null; kan preves at det er den absolutt maximum (med
anderederivert, ellers tegn av forstederivert). N& mé finne den y med formel funnet i a), og
arealet:



y 2\/1—332—21/1— —2,/1—7

2 )

Amaz(x y) ( 92

Arealet 4*m*y—4*£*\f 4

Arealet =f(x) — _8— 1—(



