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(Det tas forbehold om feil i losningsforslaget.)

a)

Oppgave 1

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=02+02-0.2-0.2=0.36
P(ANB) = P(A)P(B) =0.2-0.2 = 0.04, siden begivenhetene A og B er antatt uavhen-

gige.
P(ANC)=P(A)(1-P(C))=02-0.8=0.16

To begivenheter A og B er statistisk uavhengige dersom P(A|B) = P(A).

P(ANB) _ 0.05

P(A|B) = PB) 02 = 0.25.
—. P(ANnB) _P(AN B)
P(A|B) =
(418) P(B) 1 - P(B)
Vi trenger & finne P(A N B). Men vi har at .

P(A) = P(AN B) + P(AN B) (jf. figur tilhgyre), som gir at
P(ANB) = P(A) — P(ANB) = 0.2 — 0.05 = 0.15.

0.15
1-0.2

Derfor: P(A|B) = = (0.1875.

Oppgave 2

c 0 1 2
X=1x)|095 0.03 0.02

X kan anta verdiene 0, 1 og 2. Sannsynlighetsfordeling: P

E(X)=0-0.95+1-0.03+2-0.02 = 0.07
E(X?) = 0%-0.95 + 12 0.03 + 22 0.02 = 0.11
Da far vi : Var(X) = E(X?) — {E(X)}* = 0.11 — 0.07% = 0.105

Forventet kostnad: E(20 + 15X) = 20 + 15E(X) = 20 + 15 - 0.07 = 21.05
Varians til kostnad: Var(20 + 15X) = 15*Var(X) = 15% - 0.105 = 23.625

Y, = X + Xs, og X; og Xy er to uavhengige tilfeldige variable som begge har samme
sannsynlighetsfordeling som X.

E(Y2) = E(X; + X3) = E(X1) + E(X3) = 0.07+0.07 = 0.14

Var(Y2) = Var(X; + X3) = Var(X;) + Var(X,) = 0.105 + 0.105 = 0.21

E(U) = ( X)) =2E(X;)=2-0.07=0.14
Var(U) = Var(2X;) = 2*°Var(X;) = 2*-0.105 = 0.42
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Forventningen til Y5 og forventningen til U er den samme mens variansene er ulike. For-
delingene er ulike: Y5 kan ta verdier pa 0, 1, 2, 3 og 4, mens U kan ta verdier pa 0, 2 og 4
(men ikke 1 og 3). Variabelen Y, representerer samlet antall feil pa to ulike enheter, mens
U er det dobbelte av antall feil pa en enhet.

La Y veere antall feil p?ol 200 enheter, dvs.: Y = X1 +X2 +- - +X200, der Xl, XQ, c ,XQOO
er 200 uavhengige tilfeldige variable som alle har samme fordeling som X.

Forventning til Y
EY)=EX;+Xo+ -+ Xog) = E(X1) + E(X3) + -+ + E(X200) = 200 - 0.07 = 14

Varians til Y:

Var(Y') = Var(X; 4+ Xo+- - -+ Xo00) = Var(X;)+ Var(Xs)+- - -+ Var(Xago) = 200-0.105 =
21.02 (uavhengige variable, ingen kovarianser)

(Merk at & skrive: Var(Y') = Var(200X)) = 200?Var(X) = 200? - 0.105 = - - - er feil.)

Sentralgrenseteoremet sier at Y = X; + X5 + - - - + Xggo er tilnaermet normalfordelt med
forventning 14 og standardavvik v/21.02 = 4.58, og vi kan bruke dette til & finne tilnaer-
mingsverdier for sannsynlighetene.

Vi far (med kontinuitetskorreksjon):

Y-14 9-14 9—-14+0.5
PY<9) =P < ~P(Z<—FF—)=P(Z < -098) =0.1635
(Y'=9) (4.58 - 4.58) (2= 4.58 ) (Z= )
| Sy

—0.98

P( Mer enn 20 feil )
— P(Y >20)=1-P(Y <20) =1- P(

Y14 20— 14405
< ")~ 1 P(Z < 142)

4.58 — 4.58
1.42
=1-0.9222 = 0.0778
Vi far (uten kontinuitetskorreksjon):
Y-14 9-14 9-14
P(Y <9) = Pz~ < —zo)  P(Z < — =) = P(Z < ~1.09) = 0.1379
——

—1.09

P( Mer enn 20 feil )

Y14 2014
:P(Y>20):1—P(Y§20):1—P( <X

4.58 — 4.58
——
1.31

) ~1- P(Z<131)

=1-0.9049 = 0.0951
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a)

Oppgave 3
Et (1 —a)100% konfidensintervall for px = E(X;), forventet motoreffekt med tilsetnings-

_ | S%
stoff, er gitt ved: (X_ta/2n 1\/7 X + tojsm )
n

42 /15 42
Innsatt verdier: <109 4 —1.833 109.4 — 1.833 (100.5, 118.3)

Tilsvarende for py = E(Y), forventet motoreffekt uten t1lsetn1ngsstoff, er gitt ved:

— | S2 132
(Y - ta/Q,n—l 7Y’ Y + toz/Qn 1 )
n n
) 142 142
Innsatt verdier: < 107.8 — 1.833 10 107.8 — 1.833 10) =(99.7, 115.9)

En test etter parplanen er en test for & sammenligne to utvalg der to og to malinger er

tatt pa samme enhet (pa et vis hgrer sammen). For eksempel som i denne oppgaven, der
to malinger gjores pa samme bil. Dersom vi lar X; veere forste maling og Y; andre pa bil
nr. ¢, ¢ = 1,2,...,n, vil vi med paret t-test se pa teststgrrelsen
D
Sh
n

Herer D, = X;—Y;, D = % " D;ogS? = ﬁ " (D;—D)?. (Merk at Sp IKKE er lik
Sx-Sy!) Vi bruker denne teststorrelsen til a teste Hy : up = 0 mot passende alternativ,
feks. Hy : up # 0. Vi har at up = E(D;) = E(X; = Y;) = pe — py, slik at vi tester
de samme hypotesene som i en toutvalgstest. Men med den parvise testen fanger vi opp
sammenheng mellom de parvise malingene som kan veere forarsaket av at X; og Y; er malt

pa samme enhet.

Ved en vanlig toutvalgs t-test i en situasjon der vi har n malinger i begge utvalgene, er
testgrrelsen -
X-Y

2

S, pooled *

n
Telleren er lik: D = X — Y, men nevnerene er ulike. Nullfordelingen i denne situasjonen

er t(2n — 2) mens for paret t-test er nullfordelingen ¢(n — 1). Paret t-test vil vaere bedre
dersom det er positiv korrelasjon mellom X; og Y;.
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c)

Her er det gjort to malinger pa samme bil; maling
med og uten tilsetningsstoff. Siden mototeffekt til ulike

biler kan variere, vil vi i denne situasjonen fa tydeligste g s
resultater om vi ser pa forskjellene i bil for bil; dvs. o]® . . o

vi benytter parplanen, se figur til hgyre: variasjonen ) ; ¢ ° o o
mellom to maélinger pa samme bil (som kan skyldes :: g T
virkelig effekt av tilsetningsstoffet) er betydelig mindre . T T . e 'jos
enn variasjonen (ulikhetene) mellom ulike biler. il ot

Ved parvise sammenligninger analyseres differansene dy, ..., d, mellom motorkraft med

(y;) og uten tilsetningsstoffet (x;); d; = y; — ;. Disse n = 10 differansemalingene betraktes

som utfall av n u.i.f. tilfeldige variable: Dy, ..., D,. En antar at D; er normalfordelt med
forventning E(D;) = up og varians Var(D;) = 0%, for alle i = 1,...,n. Variansen 0%, er

1 & —
ukjent og ma estimeres fra dataene: S3 = P > (D; — D)? utregnet: 2.4%.
n—Llia

Vi har: up = E(Y;) — E(X;) som er i forskjell i forventet motoreffekt med og uten tilset-
ningsstoffet.

Vil teste: Hy : up =0 mot Hy : up # 0

D
5h
n

Teststorrelse: T' =

; nullfordeling: t(n — 1).

Forkastningsomrade (ved 5% signifikansniva):

(—00, —t0.025,9] U [t0.025,9, 00), to.025.9 = 2.262.

L

1.6
Utfall av teststgrrelsen: — = 2.108. Siden utfallet av testgrrelsen ikke faller i forkast-

10
ningsomradet, kan vi ikke forkaste Hy; det er ikke grunnlag for a hevde at det er forskjell

i forventet motoreffekt med og uten tilsetningsstoffet.

Vi skal utlede et 95% konfidensintervall for endringen i forventet motoreffekt med og uten
tilsetnings-stoffet. Siden motoreffekten er malt pa samme bil med og uten et tilsetnings-
stoff, vil det vaere mest effektivt a gjore analysene etter parplanen.

D—
Vi har at T' = \/T’UD ~ t(n — 1). Derfor kan vi sette opp:
5
D —
P(~taprn1 € T2 Stoppuet) =1—a

5h

n
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Vi har videre:

taj2n—1 < 5_:]2: < taj2n-1
T
—ta/z,n1\/i7]2) < D—pp <tapn- f
T
—D —tajon1 i% < —pp < —=DHtopon ij%
T
D+t i% > 135 >D — ta/zn—l\/s;j%a

og derfor kan vi sette opp:

— - |52
Derfor er et (1—a)100% konfidensintervall for p: (D — ta/2n-1 ?D, D +to/on-1 nD)

Utregnet 95%-intervall: Zgp59 = 2.262, (1.6 — 2262 - /28 1.6 + 2.262 - 242) —
(—0.12, 3.32).

Oppgave 4
Dersom vi lar 7;. vaere gjennomsnittet i gruppe ¢ (=1 (A), 2 (B), 3 (C) og 4 (D)), 0g 7.. =
4
5.75 totalgjennomsnittet (5.75 = (5.475+5.4+6.225+5.9) /4), sa er SSA= > n;(7;. — 7..)°

=1
= 4(5.475 — 5.75)% + 4(5.4 — 5.75)% + 4(6.225 — 5.75)? + 4(5.9 — 5.75)% = 1.785
(n; = 4 = antall malinger i gruppe nr. 7).

"F value” er utfall av teststorrelse for a teste Hy : py = po = p3 = p4 versus H; : minst
en forskjellig:

sS4 MSA
— SSE — m — 214
15-3

Under Hj er F fisherfordelt med 3 og 12 frihetsgrader.
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b) ANOVA-modell for dette tilfellet vil veere at vektene er normalfordelte med samme varians

o2, men mulig ulik forventningsverdi for de fire fortypene.

Yij = pi + Eij,

der E;; ~ N(0,0) for alle fortyper i = 1,2,3,4 og fisk j = 1,2, 3,4.

Her er p; = E(Y;;) = forventet vekt med fortype i. (Vi kan ogséa skrive dette som:
Yij = p+oa; + By, der poer et felles niva for forventet vekt og «; er gruppe nr. ¢ sitt
avvik fra dette niviet. (Vi ma da sette 3, at_; = 0.)

Vi vil teste: Hy : pt1 = o = p3 = 4 versus H; : minst en forskjellig fra de andre.

Teststorrelse:
o ia _ MSA
= SSE
T MSE

(Fra tabell: SSE=3.355.)

Test: Forkaster Hy dersom observert F' er stgrre en kritisk verdi Fjio = 3.49 pa 5% sig-
nifikansniva.

Utfall av teststorrelsen: 2.13 < 3.49. Dette gir ikke forkastning av nullhypotesen. Vi ikke
konkludere med at fortypene gir ulik forventet vekt.

Residualer:

I grguppe nr. 7 beregnes residualene ved: €;; = y;; — 7., og vi far for gruppe 4:

J | Ysy Yy €y
1155 59 -04
2154 59 -05
316.2 59 0.3
4

6.5 59 0.6



