STA100 Sannsynlighetsregning og statistikk, var 2018.

Lgsning eksamen 14. mai 2018

Oppgave 1:

a) Vi har en situasjon karakterisert ved:

e Flere enkeltforsgk som hvert resulterer i “suksess” eller ikke “suksess” - flere deler som er har feil
eller ikke.

e Sannsynligheten for “suksess” er den samme i alle enkeltforsgk, p - samme sannsynlighet p = 0.08
for feil for hver del.

e Enkeltforspkene er uavhengige - uavhengig fra del til del om de har feil.

e Et bestemt antall, n enkeltforsgk - et bestemt antall deler n som er valgt.

Dermed er X="antall deler som har indre feil” binomisk fordelt med parametre n og p = 0.08.
Med X ~ Bin(20,0.08) far vi:
P(X>2) = 1-PX<2)=1-(P(X=0+P(X=1))
= 1 (()(0.08)°(1 - 0.08)%0 + (%7)(0.08)!(1 - 0.08)%~)
= 1-(0.1887 +0.3282) = 0.48

Siden np(1 —p) =200-0.08 - (1 — 0.08) = 14.7 > 5 kan vi bruke tilnserming til normalfordeling:
1 S —EX 1 b —
9+40.5 ( ))zl—P(Z§ 940.5—np
Var(X) wp(— )

)=1-P(Z<091)=1-0.8186 =0.18

P(X>20) = 1-P(X<19)~1-P(Z< )

19+ 0.5 —200-0.08
_ 1-pz<2t
v/200 - 0.08 - 0.92
(Om man utelater heltallskorreksjonen +0.5, far man enten svaret 0.22 dersom man starer ut som over,
eller svaret 0.15 dersom man starter ut med P(X > 20) =1 — P(X < 20)).

Merk at siden n > 10 og p < 0.1 kunne man ogsa brukt tilnserming til Poisson-fordeling men dette ville
her ikke forenklet utregningene.

b) P(F) =0.08, P(U|F)=0.96 og P(U|F)=0.06

P(F) = 1-P(F)=1-0.08=0.92
P(U|F) = 1-P(U|F)=1-0.06=0.94
PU) = PUNF)+PWUNF)=P(U|F)P(F)+ PU|F)P(F)
= 0.96-0.08+0.06-0.92 =0.132
P(FIT) Bayes (U!Fl (F) _ (- ( |F))P(F) _ (1-0.96)-0.08 _ 0.004

P) —P(U) 1-0.132 =

c) Merk at siden vi i denne situasjonen kjenner p trenger vi ikke estimere p fra dataene. Senterlinja i
diagrammet blir da bare p = 0.132 og for kontrollgrensene far vi:

@vre kontrollgrense: p + 31/p(1 — p)/n = 0.132 + 3,/0.132(1 — 0.132) /100 = 0.234.

Nedre kontrollgrense: p — 3+/p(1 — p)/n = 0.132 — 3,/0.132(1 — 0.132),/100 = 0.030.



Plott av p-diagrammet er gitt under:
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Vi ser at ved den tredje registreringen er prosessen utenfor kontrollgrensene - i denne perioden har det
trolig skjedd noe som har medfgrt unormalt hgy andel produserte delere med indikasjon pa indre feil.

Den praktiske tolkningen av en alarm over gvre kontrollgrenser er at enten har det skjedde noe i
produksjonsprosessen slik at andel deler med feil har gkt, eller sa har det skjedd noe med ultralydtesten
slik at andel “falske positive” (andel deler som er ok men der testen feilaktig slar ut) har gkt.

Oppgave 2:

a) La Y vere antall jordskjelv i lgpet av ett ar. Fra opplysningene i oppgaven vil da Y veere Poisson-

fordelt med A =10 og t = 1.
P(Y =8 ——108

e 0 =0.11
La M veere antall jordskjelv i lgpet av et halvt ar. Da vil M vaere Poissonfordelt med A = 10 og t = 0.5,
dvs forventning A\t = 10-0.5 = 5.

tagell

P(M>4)=1-P(Y <4) 1—0.440 = 0.56

Evt kan man summere sannsynlighetene for alle muligheter fra 0 til 4 i stedet for & bruke tabellen.
La T veere tiden mellom to etterfglgende skjelv. Da er T eksponentialfordelt med A = 10. Husk ogsa
at to maneder er 1/6 ar.

P(T>1/6)=1—-P(T <1/6) =1— (1 — e 100/0)) = ¢710/6 _ 19

Eventuelt kan man lgse oppgaven med a bruke at dersom det skal ga mer enn to maneder mellom to
jordskjelv sa betyr dette at det kommer null jordskjelv i lgpet av en periode pa to maneder. Dersom
X er antall jordskjelv i lgpet av to maneder er X Poisson-fordelt med A = 10 og t = 1/6 og:

0
P(X =0)= (100/'6)e10/6 = 10/6 =019



Oppgave 3:

a) Den generelle lineaere regresjonsmodellen er Y = a + fx + e der vi antar at e ~ N(0,0) og vi antar
at feilleddene eq,...,e, for ulike mélinger er uavhengige.

Vi har et arsaks/virknings -forhold her som er slik at mengden tilsetningsstoff pavirker hardheten (og
ikke motsatt), og da er det rimelig a sette tilsetningsstoff som z-variabel og hardhet som Y'-variabel.
Det er ogsa slik i denne situasjonen at mengden tilsetning er en variabel man selv bestemmer, dvs
den er ikke-stokastisk, mens den resulterende hardheten er stokastisk. I slike situasjoner settes den
ikke-stokastiske variabelen som x-variabel og den stokastiske som Y -variabel.

Residualet til en observasjon er definert som €¢; =y; — & — Bmz og for ferste observasjon blir dette
€ =y1 —35.8—-2.49 -2 =37—-35.8—-249-4 = —-8.76.

Residualplottet er et plott av residualene mot = (mengde tilsetningsstoff) og fra dette plottet kan vi
sjekke om antagelsen om linger sammenheng mellom = og forventningen til Y holder, og om antagelsen
om lik varians i Y for alle z-verdier holder. Dersom disse antagelsen holder skal vi ikke se noe bestemt
menster i dette plottet (residualene skal veere symmetrisk fordelt om 0 og med lik varians for alle
x-verdier). Plottet viser noenlunde lik varians for alle x-verdier, men vi ser et klart mgnster i residu-
alplottet. I starten ligger alle residualene under 0, sa over og sa til slutt under igjen. Dette er en sterk
indikasjon pa at antagelsen om lineser sammenheng ikke holder. Det ser vi ogsa pa plott av dataene
med regresjonslinjen tegnet inn, dataene viser en klar ikke-lineser tendens og passer darlig overens med
den rette linja. Dvs den lineare regresjonsmodellen er ikke en god modell for & beskrive disse dataene.

b) Estimert kurve: g = Bo + le + BgacQ =-36.4+229 -2 —1.32- 2>
Residualet blir nd: ¢; = y1 — (—=36.4+22.9 - 21 — 1.32 - 23) = 37 — (—36.4 +22.9 - 4 — 1.32 - 4%) = 2.92.

Bade ut fra plottet av dataene med regresjonskurven tegnet inn og ut fra plottet av residualene sa ser
dette ut til & veere en mye bedre modell. I plottet av dataene sa passer andregradskurven bedre overens
med dataeene enn den rette linjen i den fgrste modellen. I residualplottet sa er residualene jevnt fordelt
rundt null uten noe szerlig mgnster.

Vi kan finne toppunktet til regresjonskurven ved a derivere og sette lik null:

i
d—y =229-2-1320=0 = z=229/(2-1.32) =87
X

Dvs i fglge den estimerte modellen er hardheten hgyest dersom mengden tilsetningsstoff er 8.7.

Vi trenger andregradsleddet i modellen dersom Sy # 0, dvs vi skal teste:
Hy: B2=0 mot Hy: B2#0

Vi leser p-verdien for testen rett ut fra datautskriften. Vi ser at for andregradsleddet i modellen sa er
p-verdien=1.02 - 10~7 < 0.05 dvs vi forkaster Hy og konkluderer med at andregradsleddet trengs.

Oppgave 4:
X -1 200 — 1
a) P(X >200) = 1-P( 50 [ < 0020 75) =1-P(Z<125)=1-0.8944 = 0.11
200 — 175 150 — 175
P(150 < X <200) = P(X <200)—P(X <150)=P(Z < T) —P(Z < T)
= P(Z <1.25)—P(Z < —1.25) =0.8944 — 0.1056 = 0.79

P(X >200) = 025 = P(X < 200) = 0.75
200 — 200 —
P(Z < = By = o075 P o067
j = —0.67-20 + 200 = 187




b) Vi har uavhengige normalfordelte malinger med kjent standardavvik o = 20 og skal teste:
Hy: pu<175 mot Hy: p>175

Estimator: i = X. Siden o er kjent har vi dersom Hj er korrekt fglgende nullfordeling:

,_ X-BX X-m X175
JVaX)  Verm 20/vn

Med signifikansniva o = 0.05 forkaster vi Hy dersom Z > zp 05 = 1.645. Gjennomsnittet av malingene
er T = (186 + 193 + 152 + 169 + 201 + 197) /6 = 183 og observert verdi pa testobservatoren blir da:

~N(0,1)

183 — 175
Zobs = = 0.98 < 1.645.

20/v/6

Dvs. utfallet er i akseptsomradet. Konklusjon: Vi forkaster ikke Hy. Vi kan ikke konkludere at
forventet bromkonsentrasjon er over 175.

p—verdi = P(Z > zus) = P(Z >0.98) =1— P(Z <0.98) =1 —0.8365 = 0.16

c) Merk at vi har har en test av typen hvor Hy : u > ugp, og vi har da fra formelarket at vi skal bruke
Y(u) =1—P(Z < zo + %) Med o = 20, n =6, zo = 20.05 = 1.645 og pg = 175 blir beregningen:
175 — 190

S ) =1-P(Z < -0.19) =1 - 0.4247 = 0.58
20/75 ) (Z < ) 0.58

Dette betyr i praksis at dersom p = 190 er det 58% sannsynlighet for at testen i punkt b) vil gi
forkastning nar n = 6.

En styrke pa 90% betyr at 1 — = 0.90 eller 5 = 0.10 (der 3 =P (type II feil)). Da er z3 = 29,10 = 1.282.
Formelen pa formelarket gir oss da at ngdvendig utvalgsstgrrelser blir

v(190) = 1 — P(Z < 1.645 +

n— (2’5 + Za)202 . (20.1 +ZO.05)202 . (1.282 + 1.645)2202 — 159

(o — p)? (1o — p)? (175 — 190)?

Dvs de ma gjgres minst 16 malinger for & fa styrke pa minst 0.90 (som er det samme som en sannsyn-
lighet for type II feil pa maks 0.10).

d) Husk forst at med X = -1 >""% X; der Xy,... X, er uavhengige med E(X) = y og Var(X) = o2

— nx —
si vil B(X) = 7= 355 B(XG) = 0 3505 px = px og Var(X) = 3 3505 Var(Xy) = 5 355 0 =
o?/nx. (Dette star ogsa nederst pa side 2 av formelarkene og kan brukes som kjent.)

Tilsvarende vil E(Y) = uy og Var(X) = 0% /ny, og vi far da:
B(iix —py) = B(X-Y)=EX)-EY)=px —py
Var(iix — jiy) = Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y)

= O'z/nx +U2/ny = 02(1/nx + l/ny)




Siden estimatoren fix — fiy = X — Y er en lineserkombinasjon av uavhengige normalfordelte variabler
er den normalfordelt og vi har dermed at

X Y — (ux — py)

Pt < sy + 17mv)

<2gp)=1l-a

som gir konfidensintervallet:

X -Y — Za/QU\/l/nX +1/ny , Y_?+Za/20-\/ 1/nx 4+ 1/ny]

For et 95% intervall setter vi o = 0.05 som gir Za/2 = 20.025 = 1.96. Innsatt observerte data far vi:

[186 — 197 — 1.96 - 204/1/10 + 1/10 , 186 — 197 + 1.96 - 201/1/10 4 1/10] = [-28.5 , 6.5]

Siden konfidensintervallet inneholder 0 kan vi ikke konkludere med at det er forskjell i forventet
bromkonsentrasjon mellom de to brgnnene. En test av nullhypotesen ux — py = 0 mot alternativet
ux — py # 0 vil her ikke gi forkastning & 5% niva siden 0 er inneholdt i 95% konfidensintervallet.



